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CONDITION DE CHAINE EN THEORIE DES 
RELATIONS 

PAR 

M A U R I C E  P O U Z E T  

ABSTRACT 

Recall that the  age of a relation is the set of i somorphy types of its finite 
subrelations. Here  we prove, with a topological a rgument ,  that if the set of ages 
included in a given age is at most  denumerable ,  then it is partially well ordered 
by inclusion. 

I. Vocabulaire relationiste* 

I-1. Relation, restriction d'une relation, isomorphisme local entre relations, 

type d' isomorphie 

I-1.1. Etant donn6s un ensemble E et un entier m, nous appelons relation 

m-aire de base E route application R de l 'ensemble E "  des m-uples (xl" �9 �9 x , )  

extraits de E dans l 'ensemble aux deux valeurs - et + .  Etant donn6e une partie 

A de E nous appelons restriction de R ~ A et nous notons R I A la restriction de 

l'application R au sous-ensemble A " des m-uples extraits de A. 

Etant donn6es deux relations m-aires R et R '  de bases respectives E et E '  

nous dirons qu 'une application bijective f de E sur E '  est un isomorphisme de R 

sur R '  lorsque pour tout m-uple ( x l ' " x m )  extrait de E on a R ( x l ' . . x , , ) =  

R '(f(xz)""" f(x,~ )). Nous appelons isomorphisme local de R vers R '  tout isomor- 

phisme d 'une restriction de R sur une restriction de R ' .  Enfin lorsque R et R '  

sont 6gales nous remplaqons le mot isomorphisme par automorphisme. 

Nous disons que deux relations R et R '  sont isomorphes ou ont m6me type 

d'is~morphie, ce que nous notons ~-(R)= ~-(R'), lorsqu'il existe un isomor- 

phisme de R sur R ' .  Comme dans ce qui suit il est n6cessaire de consid6rer des 

ensembles de relations d6finies a l ' isomorphie pros, il nous est commode de 

Les not ions et leur terminologie introduites dans  cette section sont  pour  l 'essentiel emprunt6es  
R. Frai'ss6 [3]. 
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d~finir le type d'isomorphie d 'une relation R de base finie ~ n 616ments, que 

nous notons encore r ( R )  comme l 'ensemble de toutes les relations R '  de base 

{0, 1 , . . . ,  n -  1} qui sont isomorphes h R. 

1-1.2. Etant  donn6e une famille /~- - - (n~)~ d 'entiers n, nous appelons 

structure relationnelle (ou multirelation lorsque I e s t  un ensemble fini de la forme 

0, 1 , . . - , p  - 1) iz-aire de base E toute famille M = (R~),~ form6e des relations 

n~-aires R, de base E. Les notions ci-dessus s '6tendent  directement ~ ces 

structures: par exemple pour  deux structures relat ionnelles/x-aires  M = ( R ~ ) ~  

et M '  = (R ',)~x un isomorphisme de M sur M '  est une bijection f de la base de M 

sur la base de M '  qui pour chaque i est un isomorphisme de R~ sur R ' ,  

1-1.3. Avertissement. Sauf en VII  nous ne consid~rerons que des multirela- 

tions d 'une  m6me arit6 ~ = ( n o , ' " ,  np-O. Par un abus de langage commode  

nous les appellerons relations et nous les d6signerons par les lettres 

R, R ' , -  �9 S, S '  ,. �9 etc. �9 �9 .. S'il n 'y a pas de risque de confusion nous utiliserons 

aussi ces lettres pour  d6signer les types d ' i somorphie  des relations. 

1-2. Abritement entre relations, &ge d 'une relation 

1-2.1 Nous disons que la relation R s'abrite dans la relation S e t  nous notons 

R =< S lorsque R e s t  i somorphe ~ au moins une restriction de S. C o m m e  dans un 

tel cas toute relation R '  i somorphe h R s 'abri te  dans toute relation S '  i somorphe 

S nous disons encore que le type d ' i somorphie  de R s 'abri te  dans celui de S ce 

que nous notons ~'(R)<=r(S). 

L'abr i tement  entre type est un pr6ordre mais, sauf pour  les types de relations 

de base finie, ce n 'est  pas en g6n6ral un ordre. 

1-2.2. Etant  donn6e une relations S nous appelons dge de S l 'ensemble des 

types d ' i somorphie  des R de base finie qui s 'abritent dans S (c'est-~-dire 

l 'ensemble des types d ' i somorphie  des restrictions de S aux parties finies de sa 

base). Nous disons qu 'une  relation R est moins dg~e que la relation S lorsque 

l'~ge de R e s t  inclus dans l'~ge de S (nous disons aussi sous-~ge pour  gtge inclus). 

I-2.3. La caract6risation suivante des ~ges est dfie ~ R. Frai'ss6 [3]. Un 

ensemble (non vide ), ~ de types de relations de bases finies est l' dge d' une relation 

si et seulement si sont v~rifi~es les deux conditions suivantes : 

(A1) ~ est clos pour l'abritement: c'est-?t-dire que si R E ~g et R '<- R alors 

R ' E ~ .  

(A2) q~ est filtrant pour l'abritement, c ' est-gl-dire que si R, R ' ~ ~ alors il 

existe R " E q~ tel que R, R ' <-_ R ". 

(Les conditions (A1) et (A2) sont 6v idemment  n6cessaires, pour  voir qu'elles 

sont suffisantes on peut, puisque c~ est d6nombrable  et filtrant, extraire de ~ une 
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suite croissante pour l 'abritement R0 _-< R1 -< " �9 =< R,  �9 �9 �9 telle que tout 616ment 

de ~ s'abrite dans au moins un des R.. En choisissant une suite de relations R '~, 

de sorte que chaque R'~ soit de type R~ et soit une restriction de R ',+1 on obtient 

sur la r6union de leurs bases une relation d'fige ~).  

I-2.4. Ainsi l 'ensemble ll  des types d' isomorphie des relations de bases finies 

(et de m~me arit6) forme un hge. Comme les relations d 'une m~me arit6 

/z = (mo ," �9 ", mp) sur un m~me ensemble fini E h n 616ments sont en nombre fini 

(au plus 6gal h 2 "'~ leurs types d' isomorphie sont en nombre fini. Par suite 

l'hge fl, et donc tout sous-hge, est au plus d6nombrable. 

1-3. Bornes d 'une  relation 

1-3.1. Etant donn6e une relation S nous disons qu 'une relation R de base 

finie est une borne de S lorsque R ne s'abrite pas darts S alors que toute 

restriction de R h une partie stricte de sa base s'abrite dans S. Plus g6n6ralement 

&ant donn6e une classe cg de relations nous disons qu 'une relation R de base 

finie est une borne de ~ lorsque R ne s'abrite dans aucune relation de cr alors 

que toute restriction de R h une partie stricte de sa base s'abrite dans au moins 

une relation de ~. Nous d6finissons de m6me la notion de borne pour les types. 

Ainsi une borne d'  un type S est le type d'  une relation de base finie minimal, pour 

l' abritement, parmi ceux ne s'abritant pas dans S ; et, par exemple, une borne 

d 'un ensemble cs de types, clos pour l 'abritement, est le type d 'une relation de 

base finie, minimal parmi ceux n 'appartenant  pas h cr 

I-3.2. Avec ces d6finitions r6sultent donc que les types des bornes d 'une  

relation sont exactement les bornes de son dge et que deux relations ont m~me dge si 

et seulement si elles ont les m~mes bornes. 

I-4. Introduction & la comparaison des figes 

L'6tude qui va suivre a pour origine le r6sultat suivant: 

Si un dge sr ne contient pas d'  ensemble infini formg de types de relations deux & 

deux incomparables pour l'abritement, alors : 

(1) ~ ne contient qu 'on  nombre ddnombrable de sous-~tges; 

(2) sg ne contient pas de suite strictement dgcroissante (pour l ' inclusion) de 

sous- ages. 

La question qui nous int6resse est de savoir si les conditions ci-dessus sont 

6quivalentes. Bien que nous ne sachions pas actuellement y r6pondre 

complbtement nous montrons dans ce qui suit que la condition 1 entra~ne 

toujours la condition 2. 

Avant  d 'entamer cette 6tude donnons quelques exemples d'hges v6rifiant les 
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conditions ci-dessus et donc, en l'6tat actuel de nos connaissances, d'figes ne 

contenant pas d 'ensemble infini form6 de types de relations deux h deux 

incomparables pour l 'abritement, que nous appelons avec R. Frai'ss6 dges 

belordonn3s; ainsi sont belordonn6s l'fige d 'une cha~ne (ou ordre total); l'fige 

d 'une relation presque enchai'nable (voir au IV-2.1. ci-dessous); l'fige de la 

"cons6cutivit6" (relation binaire C de base N qui prend la valeur + pour les 

seuls couples (x, y) pour lesquels y = x + 1) et l'fige form6 des types des arbres 

ordonn6s finis (un arbre ordonn6 etant un ensemble ordonn6 dans lequel deux 

616ments incomparables n 'admettent  pas de majorant  commun. Ce dernier fait 

(non trivial) dfi h Kruskal [9] peut s 'obtenir au moyen de la technique de la 

"mauvaise suite minimale" de Nash-Williams. D'autres exemples obtenus par la 

m~me technique figurent en [11]. Signalons enfin qu 'on peut construire un 

nornbre continupotent d'figes belordonn6s, chacun 6tant l'fige d 'une birelation 

(C, U) o~ C est la cons6cutivit6 sur N et U une certaine relation unaire (la 

construction de ces U est trop longue pour  &re abord6e ici, voir [12]). 

II. Topologie sur les ~ges 

II-1.1. Consid6rons un fige M e t  l 'ensemble ~ (M) des figes contenus dans M, 

que nous appellerons la descendance de M. A deux ensembles finis F et G 

form& chacun d'616ments de M, associons l 'ensemble M~ des sous-figes de M 

contenant F et ne rencontrant  pas G. II est clair que l 'ensemble de tous les M~ 

est stable par l 'intersection finie; par cons6quent les r6unions quelconques 

d'ensembles M~ sont les ouverts d 'une topologie sur ~ (M). Nous l 'appellerons 

la topologie de la descendance de M. 

II-1.2. Caractdrisation. Si nous consid6rons l 'ensemble de routes les parties 

d'un fige M comme I'ensemble 2 a muni de la topologie produit alors en premier 

lieu: la topologie de la descendance de M n ' est autre que la topologie induite sur 

~ ( M )  par celle de 2"* (du simple fait qu'un ouvert de 2 a est une r6union 

d 'ouverts  616mentaires, chaque ouvert 616mentaire &ant form6 de routes les 

parties contenant une partie finie F de M, et ne contenant aucun 616ment d 'une 

autre partie finie G de M); en second lieu ~ ( M )  est un sous-espace fermd de 2 ~. 

(Si une suite (M',),~N de sous-figes M', de M converge vers la partie X alors X est 

6videmment close pour l 'abritement; pour voir qu'elle est aussi filtrante, 

remarquer  simplement que, &ant donn6s deux 616ments R, R '  d'un fige M les 

616ments S de M, minimaux pour l 'abritement parmi ceux abritant ~ la fois R et 

R '  sont en nombre fini). 

Puisque 2 ~' est un espace compact totalement discontinu, c'est-h-dire un 
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espace de Stone, ~t base d6nombrable (car M est dEnombrable) il en r6sulte 

imm6diatement: 

11-1.3. THI~ORI~ME. Pour la topologie de la descendance, l'ensemble ~ ( ~t ) est 

un espace compact totalement discontinu fi base ddnombrable. (Pour une preuve 

purement  relationniste de la compacit6 voir R. Frai'ss6 [3] chap. 5, w p. 138). 

II-1.4. Propri~t~s 6ldmentaires. Les .d~ d6finis ci-dessus et leurs reunions 

finies sont les ofs (parties h la fois ouvertes et ferm6es de ~(~t ) ) .  De la 

compacit6 r6sulte que ce sont les seuls. On voit imm6diatement que si ~/' est un 

sous-fige de ~t alors la topologie de la descendance de ~t induit exactement sur 

(~l') la topologie de la descendance de M' et ~ (~/') est fermd dans ~ (~t). Enfin 

~ ( M ' )  est un of de @(M) si et seulement si M' n'a qu'un hombre fini de bornes 

dans M (remarquer  que si fige M' a un hombre infini de bornes alors, en raison 

de la compacit6, on peut extraire de la suite des glges de ces bornes une suite 

convergeant vers un fige M" contenu dans ~t'). 

II-2. Rapports avec la formule logique 

La topologie de la descendance est tout h fait classique; pour le voir, 

consid6rons le langage du premier ordre associ6 aux relations d 'une m~me arit6, 

puis les 6nonces universels (6nonces qui, sous forme pr6nexe comportent  

seulement des quanteurs universels) de ce langage et enfin l'alg~bre de Boole 

des combinaisons bool6iennes de ces 6nonc6s (ce sont des disjonctions d'6nonc6s 

de la forme U A E of 1 U est universel et E existentiel). On voit facilement que si 

est un ultra]iltre de ~ alors les modules de la th~orie engendr~e par ~ sont routes 

les relations d 'un  m~me fige ; r~ciproquement la th~orie associde fi la classe des 

relations d'  un m~me fige induit un ultrafiltre ~ sur ~ ; et ces deux correspondances 

sont inverses l 'une de l'autre. 

On voit tout aussi facilement que la topologie de la descendance de l'fige 

form6 de tous les  types de relations finies n'est autre que la topologie de Stone 

sur l 'ensemble des ultrafiltres de ~ (ce qui donne une preuve indirecte de 1.3). 

Pour  retrouver  par le m6me biais la topologie sur ~ (M) il suffit de consid6rer au 

lieu de 2 ,  l'alg~bre quotient de ~ par le filtre des 6nonc6s universels vrais dans 

routes les relations d'figes M. 

lII. Le proc&16 de r6duction de Canton-Bendixon 

III-1. Consid~rons un espace topoiogique X;  ~ chaque ordinal a nous 

associerons le sous-espace ferm6 X Ca> d~fini par les r~gles suivantes: 

(1) X r176 est ~gal ~ X, 
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(2) les X (~) &ant  d6finis pour /3  < ct ; si c~ est isol6 alors X (') est r ensemble  

des points non isol6s de X (a-l) et si c~ est limite alors X (") est r intersection des 

X (~) pour /3  < a. 

Les X (a) sont appel6s les espaces ddrivds de X,  l 'espace X (~) &ant  le ct-i/~me 

ddrivd de X et les 616ments x de X (~)- X (~§ sont appel6s les points de degrd a 

de X (ce qui est not6 d~ = c~). Pour une raison de cardinalit6 il existe un a tel 

que pour  a < /3  les X (~) sont tous 6gaux/t  X(~); lorsque cet X C~) est vide l 'espace 

X est dit clairsemL 

111-2. Rappelons  que tout espace compact ddnombrable est clairsem~ et que 

tout espace compact clairsemd est un espace de Stone. R6ciproquement  si X est un 

espace de Stone ?l base ddnombrable, (ce qui revient ?t dire que X est le dual d '  une 

alg~bre de Boole ddnombrable ) alors ou bien X est ddnombrable, donc clairsemd, 

ou bien X est continupotent et, dans ce cas, il existe un ordinal ddnombrable ot tel 

que pour/3 < o~ les X (~) - X (~§ sont non vides et au plus d~nombrables alors que 

pour/3 > ot les X (~) sont tous dgaux et hom~omorphes ?t l 'espace triadique de 

Cantor. 

111-3. En appliquant ce dernier r6sultat ~ la descendance d 'un fige il s 'ensuit 

que un 5ge contient soit un nombre  d6nombrable,  soit un nombre  continupotent  

de sous-figes (dans le premier  cas les sous-~ges forment  donc un espace 

clairsem6). 

111-4. Les espaces compacts d6nombrables  sont parfai tement  connus depuis 

Mazurkiewicz et Sierpinski [13] puis Mayer  et Pierce [10]: ce sont les ordinaux 

de la forme to~n + 1 (avec/3 d6nombrable  et n entier) munis de la topologie des 

intervalles. Par la m6me sont connues les alg~bres de Boole associ6es h ces 

espaces (voir par exemple les travaux de Day [1]). I1 serait certainement 

int6ressant de connattre aussi bien les alg/~bres de Boole des combinaisons 

bool6iennes d'6nonc6s universels ayant de tels espaces de Stone. 

En particulier il nous paraft  int6ressant de d6crire les classes de mod61es 

associ6es aux ultrafiltres de ces alg~bres de Boole. C'est  bien ce type d '6tudes 

que nous entamons modes tement  dans ce texte (en nous plaqant toutefois dans le 

cadre restrictif de la th6orie des relations) et part iculibrement dans le paragraphe  

suivant. 

IV. Ages de degr~ fini 

IV-1.  Ages de degr~ O. Dans un ~ge quelconque s~ les sous-f~ges isol~s pour la 

topologie de la descendance de ~t sont exactement les ~tges des relations linies de 

; en outre l 'ensemble de ces ftges est partout dense dans la descendance de ~ .  
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IV-2. Ages de degrg 1. Nous allons voir que si l'ensemble [erm( ~ ( M ) ,  

obtenu en enlevant fi ~ ( M )  ses points isolgs, n' est pas vide alors il a des points 

isolgs et ceux-ci forment un ensemble partout dense dans ~ (sg). Pour cela, nous 

avons besoin de la notion de relation presque enchafnable introduite par R. 

Frai'ss6 [6]. 

2.1. Consid6rons une relation R de base E et une partie finie F de E ; nous 

dirons que R est F-enchafnable lorsqu'il existe une cha~ne (ou ordre total) C de 

base E - F  telle que tout automorphisme local de C, prolong6 par l'identit6 sur F, 

donne un automorphisme local de R. Lorsque F est vide nous dirons que R e s t  

enchafnable. Nous dirons qu 'une relation est presque enchafnable lorsqu'il existe 

une partie finie F de sa base pour laquelle elle est F-enchafnable.  

2.2. Nous allons utiliser les deux r6sultats suivants: (voir [6] et [7]): 

(a) si R e s t  une relation de base infinie E alors pour toute partie finie F de E 

il existe une restriction infinie de R qui est F-enchafnable.  

(b) Une relation presque encha~nable n'a qu'un nombre fini de bornes 

(compt6es ~ l ' isomorphie pros). 

2.3. THEOREME. Considgrons un gtge sil et l'ensemble ~l (sg)  des sous-gtges 

infinis de M; un gtge est isolg dans ~ ( M )  si et seulement si c'est l'gtge d'une 

relation presque enchafnable, en outre l'ensemble de ces gtges est partout dense 

dans @ ~(sg). 

PREUVZ. Consid6rons un sous-fige infini M' de s4 et un of de la forme M~ 

contenant sO'. Soit R u n  616ment de sO' abritant tous les R, de F. Une relation 

d'fige M' est infinie et poss6de une restriction de type R, donc d'apr6s 2.2.a) elle 

poss6de une restriction presque encha~nable infinie ayant encore une restriction 

de type R. L'fige de cette restriction presque enchai'nable contenant R et 6tant 

contenu dans M' appartient donc ~ sg~. 

Ceci montre d 'une part que les figes des relations presque enchafnable infinies 

forment  un ensemble partout dense dans @ ~(.d) et d 'autre part qu'un ~ge isol6 

dans @~(M) est l'glge d 'une relation presque enchai'nable. Pour obtenir  la 

r6ciproque remarquons que l'glge M' d 'une relation presque enchafnable n'a 

qu'un nombre fini de sous-figes infinis sr distinct de M'; prenons alors un 

616ment R~ dans chaque M ' -  sr puis les bornes Sj de M' appartenant ~ M. L'of  

0, form6 de sous-figes de sg ne contenant aucune des S, (qui sont en nombre fini 

d'apr~s b) et contenant  tousles R,, contient 6videmment M'. Tout  autre sous-gtge 

appartenant ~ 0 ne contient aucune des Si, donc est un sous-~ge de sg'; ne 

pouvant &re 6gal h Fun des sr car contenant ies R~, un tel sous-fige est fini. Par 

suite sg' est isol6 dans NI(M). 
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2.4. REMARQUE. Un r6sultat 6quivalent mais ne plaqant pas les relations 

presque encha~nables dans un contexte topologique a 6t6 d6j,~ obtenu dans [6] 

(Th6or~me 2.6.4.). 

Nous ne savons pas obtenir  ce r6sultat sans utiliser la finitude des bornes d 'une 

relation presque-encha[nable. A c e  propose signalons que la finitude des bornes 

d 'une relation encha~nable a 6t6 obtenue pour la premiere lois par C. Frasnay [8] 

au moyen de son th6or6me de recollement, th6orbme dont la preuve est h la fois 

tr6s longue et ditticile. C'est en utilisant ce th6or~me, que R. Frai'ss6 en a d6duit 

la finitude des bornes d 'une relation presque-encha~nable (voir par exemple [6] 

et [7]). R6cemment,  en renforqant la notion de belordre, nous avons obtenu par 

un argument plut6t bref, un crit6re g6n6ral sur la finitude des bornes d 'une 

relation qui redonne imm6diatement la finitude des bornes d 'une relation 

presque-enchai'nable [11]. 

IV-3. Ages de degr~ n 

IV-3.1. Pour conclure signalons que gtant donng un ~ge quelconque M, pour 

chaque entier nles  sous-6ges de ~ de degrd n ont un hombre ]ini de bornes et 

forment un ensemble partout dense dans le n-i~me dgrivg de ~(~d). La preuve de 

ce r6sultat sera publi6e ult6rieurement. 

IV-3.2. REMARQUES. a) Ce rdsultat ne s'dtend pas au to-i~me d~riv~ de la 

descendance d'un dge, celui-ci pouvant ~tre sans points isol~s et donc 

hom~omorphe ~ l'espace triadique de Cantor, comme le montre l 'exemple 

suivant: 

On consid6re les Cycles Cn (C, est la relation binaire sur les entiers 

0, 1 ,. �9 n - 1 qui prend la valeur + sur les seuls couples (x, y) pour lesquels 

y - x -- 1 modulo n) puis la relation C~ obtenue en faisant la somme directe des 

Cn pour n > 3 (Ca a pour base la r6union disjointe des bases des Cn, elle coi'ncide 

avec les C, sur chacune de leur base et elle donne la valeur--aux couples 

d'616ments extraits de deux bases diff6rentes). On considbre enfin l'hge cr174 de la 

relation C| on voit alors facilement que ies figes du toi~me d6riv6 de la 

descendance de C| sont exactement ceux qui contiennent l'~ge cr de la relation 

de cons6cutivit6 C (C est la relation binaire sur les entiers qui prend la 

valeur + sur les seuls couples (x, y) pour lesquels y = x + 1). On en d6duit tout 

aussi facilement qu'aucun d'eux n'est isol6 et donc que le to i6me d6riv6 est 

l 'espace triadique de Cantor. 

b) Les ~ges • '  de degr6 fini dans la descendance d'un ~ge ~4 ont exactement 

m6me degr6 dans la descendance de n ' importe quel fige les contenant. Ceci tient 
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isomorphismes f de A sur A '  qui se prolongent h H. D'apr6s ce qui pr6c~de 

q/ (H)  n'est pas vide; en outre pour deux parties finies H1 et H2 de E, rensemble 

q/(HI U/-/2) est contenu dans q / (H 0 n 0//(/-/2). L'ensemble des q / (H)  engendre 

donc un filtre sur l 'ensemble fini des isomorphismes f de A sur A '. Par suite il 

existe un certain H '  tel que tousles 0//(H) contiennent 0//(H'), ce qui signifie que 

si une f se prolonge ~t H '  alors elle se prolonge ~t toute partie finie. Pour voir que 

/-1 a la m~me propri6t6, on applique ce qui precede ~ R' .  On en d6duit donc 

l'existence d'un isomorphisme g de A '  sur A qui se prolonge h toute partie finie 

H de E' .  Comme les isomorphismes de A sur lui-m6me sont en nombre fini il 

existe un entier n pour lequel (g of)- est l'identit6 et donc f-~ = (g of)"-~ o g. Par 

cons6quent f-~ a la propri6t6 annonc6e. 

c) Obtenons maintenant une partie H '  ind6pendante de R' .  Toutes les 

R 'l A '  &ant isomorphes, on suppose qu'elles sont 6gales sur un m6me ensemble, 

par exemple 1,2 , . . . ,  m. Ceci fait, ~l chaque R '  on associe l 'ensemble 0//(R') des 

isomorphismes f de A dans A '  tels que f et f-~ se prolongent ~ toute partie finie 

de E et h toute partie finie de E' .  Les q/(R')  6tant des parties d'un ensemble fini, 

sont en nombre fini; on peut donc trouver R ~ ,- �9 -, R p telles que l'intersection des 

~ soit 6gale h celle de tousles 0//(R '). A chaque R'i on associe alors la partie 

H'~ d6finie en b) et l'on prend la r6union H des H~. On constate imm6diatement 

que cette partie H r6pond aux conditions du lemme. Q.E.D 

V-2. Engendrement d 'un  dge 

V-2.1. Etant donn6 un ~tge M nous dirons qu'un sous-dge ~d' de gt et un 

dldment S de s l  engendrent gt lorsque gt ne contient pas de sous-~ge strict 

contenant h la fois ~t' et S (en d'autres termes M est minimal parmi les ages 

contenant S et M'). 

V-2.2. PROPOSITION. Etant donnd un dge ~ et un dldment S de ~t, l' ensemble 

des sous-gtges J '  de ~ tels que ~ '  et S engendrent J a au plus 2 s dl~ments, s dtant 

le nombre d'~ldments de la base d 'une repr~sentante de S. 

PREUVE. Si cet ensemble ne contient que ~ alors l'6nonc6 est trivialement 

vrai. Sinon consid6rons une relation R d'age ~t et de base E, puis l'intersection 

A des F contenus dans E pour lesquelles R IF est de type S, et montrons que les 

~t'  tels que ~t' et S engendrent ~t sont enti6rement d6termin6s par les parties de 

A. Pour cela prenons un ~tge ~ '  distinct de ~d tel que gt '  et S engendrent ~ et 

prenons une relation R '  d'age gt'  et de base E ' .  Consid6rons maintenant les 

extensions de R '  abritant S e t  d'gige contenu darts ~t (l'existence de telles 

extensions est connue, voir par exemple [4] th6or~me 3.4.3. p. 71). Comme gt '  et 



74 M. P O U Z E T  Israel J. Math.  

seulement au fait que les ~ges de degr6 fini ont uniquement un nombre fini de 

bornes. Plus g6n6ralement si un ~ge s / a  ~eulement un nombre fini de bornes et 

poss~de un degr6 dans la descendance d'un ~ge alors s/  a m~me degr6 dans la 

descendance de n ' importe quel fige. Bien entendu un ~ge peut avoir un degr6 

dans sa propre descendance sans en avoir dans la descendance de certains ~ges le 

contenant  (l'gtge de la cons6cutivit6 est de degr6 oJ dans lui-m~me alors qu'il n 'y 

a pas de degr6 dans l'~ge de l 'exemple pr6c6dent). 

V. Descendance d'un ~ge de degr6 c~ 

V-1. Lemme essentiel 

Consid~rons une relation R de base E et un ~l~ment S de l'fige de R. Si 

l'intersection A des parties F de E pour lesquelles R I F est de type S n ' est pas vide, 

alors il existe une partie finie H de E contenant A et telle que pour tout 

isomorphisme f d~finie sur A et fi valeur dans une R '  de base E '  et de m~me fige 

que R, si f se prolonge~ H alors : 

1 ~ l ' image f ( A )  de A est ~gale fi l'intersection A '  des parties F'  de E '  pour 

lesquelles R 'l F' est de type S. 

2 ~ f e t f  -1 se prolongent respectivement fi toute partie finie de E et fi toute partie 

finie de E' .  

(En particulier pour toute R '  de m~me fige que R il existe un isomorphisme local 

de R vers R '  vdrifiant 1 ~ et 2~ 

PREUVE. a) Montrons d 'abord qu'il existe une partie B contenant A telle 

que pour tout isomorphisme local f de R vers R ', si f est d6fini sur H contenant 

B alors l 'image de f est 6gal ~ A '. Pour cela il suflit de consid6rer une suite finie 

F0 , . . . ,  F,, de parties E pour lesquelles R/F~ est de type $ e t  dont l 'intersection 

redonne A, puis de prendre pour B la r6union des F,  En effet si f est d6fini au 

moins sur B alors de la d6finition de A '  il s'ensuit que A '  est contenu dans f ( A  ). 

Pour voir qu'il lui est 6gal on prend de m~me une suite finie de parties F '  dont 

l 'intersection donne A ' ;  la restriction de R '  ~ la r6union de ces F '  6tant 

isomorphe ~ une restriction de R par un isomorphisme f '  il s'ensuit que A est 

contenu dans f ' (A ' ) ;  mais A et A '  6tant finis ceci entra~ne qu'ils ont le m~me 

nombre d'616ments et donc que f ( A )  = A ' .  

b) Montrons maintenant que pour chaque R '  du m~me gige que R il existe 

une partie finie H '  contenant B teile que pour tout isomorphisme local f de R 

vers R '  d6fini sur A, si f se prolonge h H '  alors f et f - i  se prolongent 

respectivement ~ toute partie finie de E et ~l toute partie finie de E ' .  Pour cela 

associons ~ chaque partie finie H de E contenant B l 'ensemble 0//(H) des 
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S engendrent  sit, ces extensions sont toutes d'figes M; mais comme les bases des 

repr~sentantes ont s 616ments nous pouvons choisir une extension R1 h un 

sur-ensemble E1 de E'  telle que: 

1) E l -  E '  est fini, (d'au plus s 616ments), et non vide (car S n'est pas dans 

M') et: 

2) la restriction de R1 h E~ diminu6 d'un 616ment de E l -  E n'abrite pas S. 

Dans ces conditions l 'ensemble fini E1 - E est contenu dans l 'intersection A~ des 

F~ contenues dans E~ pour lesquelles RIFa est de type S. Si nous prenons 

maintenant un isomorphisme f de RIIA~ sur R IA vfrifiant les conditions du 

lemme, nous voyons ais6ment que la restriction de R h A diminu6 de f(Ea - E )  

est du m6me fige que R '  et donc d'hge M'. Par cons6quent les M' sont en nombre 

inf6rieur ou 6gal aux parties de A et donc sont en nombre fini. Q.E.D. 

PROBL~MES. De la proposition pr6c6dente il s'ensuit que les sous-hges 

maximaux contenus dans un ~ge donn6 M sont en nombre fini ou d6nombrable. 

Nous ignorons si dans ce dernier cas l'hge M contient une suite strictement 

d6croissante de sous-hges. 

V-2.3. COROLLAIRE. Etant donnd un dge M e t  un sous-dlge M' de ,~ il existe 

un dldment S de M pour lequel M' et S engendrent M si et seulement si les sous-dges 

M" de M qui contiennent M' sont en hombre fini. 

PREUVE. Si M' et S engendrent M alors pour tout sous-~tge M" de M 

contenant M' l'glge M" et S engendrent M; donc d'apr~s V-2.2. les M" sont en 

nombre fini. R6ciproquement si les M" sont en nombre fini alors, du fait qu'un 

fige ne peut 6tre 6gal h la r6union d'un nombre fini de sous-hge stricts, il existe un 

616ment S de M qui n 'appartient h aucun des M" contenant M' et strictement 

inclus dans M. L'hge M' et un tel S engendrent donc M. 

V-3. Ensembles convexes 

V-3.1. Disons qu'un ensemble ~ d'figes M est convexe lorsque tout fige M" 

compris entre deux figes M' et M appartenant h ~ (c'est-h-dire que M' C M" C 

M) appartient encore h ~. 

Un tel ensemble &ant une partie de la descendance de l'fige ~ form6 des types 

d ' isomorphie des relations de base finie (de l'arit6 consid6r6e) nous pouvons le 

munir de la topologie induite par la topologie de la descendance. Ainsi nous 

dirons que c'est un convexe ferm~ s'il est ferm6 pour cette topologie. Par 

exemple la descendance d 'un  dge M est un convexe [ermd; plus g~n~ralement 

dtant donnds un dlges M e t  un sous-dge M' l'ensemble [M', M] des dges M" 

compris entre M' et M est un convexe ]:erred. 
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V-3.2. PROPOSITION. Etant  donng un convexe ~ (fermd ou non) si un ~ge 

appartenant ~ ~ est isolg dans un dgrivg de ~ alors il n'existe pas de suite 

strictement dgcroissante (pour l'inclusion ) d'~ges ~l' inclus dans M appartenant 

PREUVE. Supposons ceci faux et considErons le plus petit ordinal a pour  

lequel il existe un fige M appartenant h ~, de degr6 a dans c~ et contenant  une 

suite strictement d6croissante M0D MI" ' "  D M , . . .  de sous-ages appartenant 

tous h cr Puisq'un tel age ~t est de degr6 a dans ~ et que tout ouvert de ~ (fl) 

est une r6union d'ofs (chacun de la forme l'~r~ il existe un of I ~  tel que: 

appartient h II~ n ~ et si M' distinct de M appartient h l'l~ n ~ alors M' a un 

degr6 /3 (dans ~ )  strictement inf6rieur ~ a. Pour un tel of II~ prenons un 

616ment S dans M qui abrite tous les 616ments R de F. Puisque les M, sont en 

nombre infini, alors d'apr~s V-2.2. il existe un no pour lequel M~o et S 

n 'engendrent  pas M e t  par cons6quent il existe un ~ge M', contenant M~o et S, qui 

est strictement inclus dans M. Cet ~ge :g'  est 6videmment dans 1)~, mais puisqu'il 

est compris entre les figes M~o et M appartenant h ~ et que ~ est convexe il est 

dans ~, donc en d6finitive darts I ~  n ~. Cet age M' etant distincte de M a donc 

un degr6/3 qui est strictement inf6rieur h t~ (et donc a est distinct de 0). Comme 

il contient M~o il contient la suite strictement d6croissante M~o ~ ~t~o+l 3 . . .  

~t,~ D �9 �9 �9 ce que contredit  la minimalit6 de a. Q.E.D. 

V-3.3. COROLLAIRE. Si un convex~ ferm~ ~ est au plus dgnombrable, alors il 

existe pas de suite strictement dgcroissante (pour l'inclusion) d'~lgments de cr 

PREUVE. ~ 6tant ferm6 dans respace compact @(f~) est doric compact. 

6rant compact et au plus d6nombrable tout 616ment ~t de ~ est isol6 dans au 

moins un d6riv6. Il suffit donc d'appliquer la proposition pr6c6dente. 

Une 6tude d6tail6e des convexes ferm6s fera l 'objet d 'une publication 

ult6rieure. Ici nous ne retiendrons du corrolaire V-3.3. que ceci: 

V-4. TH~OR~ME. Etant  donng un ~ge ~ e t  un sous-dge s~t' de ~il, si les dges 

~t" compris entre s~' et ~ sont en nombre au plus dgnombrable alors on ne peut en 

extraire une suite strictement dgcroissante (pour l'inclusion ). 

En particulier si les sous-~ges M' d 'un age M sont en nombre au plus 

d6nombrable alors on ne peut en extraire de suite strictement d6croissante. 

V-5. Quelques probldmes concernant la descendance d 'un  dge 

V-5.1. Nous ignorons si la r6ciproque du th6or6me ci-dessus est exacte. 

Comme nous l 'avons signal6 nous ignorons m6me s'il suflit qu'il n'existe pas de 
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suite strictement d6croissante de sous-hges d'un age M pour que les sous-hges de 

M soient en nombre au plus d6nombrables. 

V-5.2. Etant donn6s un age M e t  un sous-fige M' de degr6 a dans ~(M) ,  

nous ignorons si n' importe quel sous-~ge M" de M' poss~de un degr6 /3 dans 

~ ( M )  et, le cas 6ch6ant, si /3 est au plus 6gal h re. 

A p r o p o s  de ce probl~me signalons ceci: 

V-5.3. Etant donn6 un age M e t  un sous-hge M' de M, rfige M est isol6 dans 

un dEriv6 de l'ensemble [M', M] des ages compris entre M' et M si et seulement 

si cet ensemble est tout au plus d6nombrable. 

PREUVE. La condition 6nonc6 est 6videmment suflisante puisque [M', M] est 

un compact d6nombrable. R6ciproquement si M est isol6 dans un d6riv6 de 

[M', M] alors prenons un of f ~  tel que f ~  n [M', M] ne contienne que M e t  des 

figes de degr6 inf6rieur h celui de M, puis prenons un 616ment S de M abritant 

tousles  616ments R de F. A chaque fige M~ appartenant h[M' ,  M], associons un 

age M, engendr6 par M, et S (un tel fige existe puisque l'intersection 

d'un ensemble d'figes, totalement ordonn6 pour l'inclusion, est encore un age). 

Les M~ sont dans ~ n [ M ' ,  M] qui ne contient qu'un hombre d6nombrable 

d'hges; par cons6quent si le nombre des M~ exc~de le d6nombrable alors pour 

une infinit6 (non d6nombrable) de M~ les ~t~ sont 6gaux h un m6me age, ce qui 

contredit la proposition V-2.2. 

Ce fait montre que l'6nonc6 V-3.2. n'est pas essentiellement plus g6n6ral que 

l'6nonc6 V-3.3. Vis h vis du probl~me V-5.2. il a pour cons6quence: 

V-5.4~ a) si un sous-fige M' de M est isol6 dans un d6riv6 de ~ ( M )  

(c'est-h-dire que M' a un degr6 t~ darts ~ ( M )  alors rensemble des sous-hges de 

M' est au plus d6nombrable. (Remarquer que si M' est isol6 dans un d6riv6 de 

~(~tt) alors M' est isol6 dans un d6riv6 de ~(M')) .  

b) si M a un degr6 ct dans ~ ( M )  alors tout sous-fige M' de M a un degr6/3 

dans ~ ( M )  (mais nous ignorons si /3 _-< ~x). 

V-5.5. Etant donn6e une cha~ne de trois figes M" _C sit' C_ M, si M" a un degr6 

dans ~ (M') alors M" n'a pas forc6ment de degr6 darts M (prendre par exemple 

M" = M' = age de la cons6cutivit6 sur les entiers et M = age form6 des relations 

binaires finies). Par contre, si M" a un degr6 tz dans ~ ( M )  alors il a un degr6 

/3 _-< a dans 2~(M'); mais nous ignorons si /3 = a. De faqon 6quivalente nous 

ignorons si dtant donnd M' de degrd ot dans ~ ( M )  et /3 <- ot alors il existe un 

sous-dtge M" de M' de degrd 18 dans ~ ( M ) .  Plus g6n6ralement nous ignorons si 

6tant donn6 un sous-,~ge M' de M de degr6 a darts ~ ( M )  alors il existe une suite 

croissante M~C_ M'I_C... _C M',. �9 �9 de sous-figes de M' qui converge vers M' et 

telle que M ' =  Sup{d~ 1}. 
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VI. Rapports entre la comparaison des figes et la comparaison des relations 

V-1. Representation des ages 

Rappelons le th6or6me d'extension [4]: 

1. Etant donn6es deux relations R et R' ,  si R '  est moins ag6e que R alors il 

existe une relation R* (dont le cardinal de la base est 6gal au maximum des 

cardinaux des bases de R et R')  qui est de m6me age que R et qui abrite & la fois 

R e t R ' .  

Donnons-en le renforcement suivant: 

2. Etant donn6e une famille ( R , ) ~  de relations R~ de base E~ il existe tree 

famille (R*) ,~  de relations R* de base E* relies que: 

R1. Pour tout i E I ,  CardE*_-<Z~CardE,  (en d6signant par CardA le 

cardinal de l'ensemble A),  R* est du m~me age que R~ et abrite R,. 

R2. Pour tout i E I, j G I, R * s'abrite dans R * si et seulement si R, est moins 

ag6e que R,. 

(PREUVE. Avec le th6or6me d'extension on peut, pour chaque partie finie 

I' C_/, trouver une famille (R*,)i~r v6rifiant R1 et R2. Pour obtenir le r6sultat 

g6n6ral il suflit d'appliquer le th6or6me de compacit6 en utilisant, par exemple, 

la m6thode du diagramme de Robinson). 

VI-1.3. COROLLAIRE. Etant donng un ensemble 5 ~ d'ages sg on peut associer 

chaque ~g une relation R~ d'age ~ et de base E~ telle que CardE~_-< 

Card(N x b ~ de sorte que R.~, s' abrite dans R~ si et seulement si ~ '  est inclus 

dans sg. 

VI-1.4. En particulier grant donng un age ~ il existe une relation R d'age sg 

qui pour tout sous-age ~ '  de sl  poss~de au moins une restriction d'age st' .  Mais 

comme nous l'a montr6 le referee (f6vrier 1973) il n'existe pas forc6ment de R 

d6nombrable v6rifiant cette propri6t6: par exemple consid6rons pour chaque 

partie A de N la birelation (Ca, 0) de base N • {A } darts laquelle 0 est la relation 

unaire prenant la valeur + sur le seul 616ment (0, A)  et Ca la relation binaire 

prenant la valeur - sur les seuls couples ((x, A),  (x, A))  pour lesquels x ~ A 

ainsi que les couples ((x, A),  (x + 1, A))  pour x E N. Comme tout 616ment de 

(CA,0) est d6finissable par une formule existentielle, si R est une relation plus 

ag6e que (Ca,0) alors elle abrite (Ca,0). Par cons6quent si ~r est l'age de la 

birelation IIacN(CA, 0) somme directe des (CA,0) (birelation sur la r6union des 

bases des (Ca,0) qui 6tend chacune des (Ca,0) et prend la valeur--sur tout 

couple d'616ments pris dans deux bases disjointes) alors toute birelation R d'&ge 
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~d ayant pour route partie A C N une restriction de m~me fige que (CA, 0) abrite 

~AcN(CA, 0) et donc est de cardinal continfipotent. 

Comme autre cas particulier citons celui-ci: 

VI-1.5. Etant  donn~e une suite d~croissante pour (l ' inclusion) ~o3- 3dl 3- 

�9 . .3-  ~ ,  3_ . . .  d 'dge  ~ il existe une suite d~croissante (pour l 'abritement) 

Ro >-_ RI >- �9 �9 �9 R~ >-_ �9 �9 �9 de relations d~nombrables R ,  d'fige ~ , .  

On peut renforcer  cet 6nonc6 par le biais de la notion suivante: 

VI-2. Concr~tisation d '  un ensemble d'  dges 

VI-2.1. Etant  donnd un ensemble 5 ~ d'dtges s~ appelons concrdtisation de $1' 

la donn6e d 'une relation R de base E et d 'une application [ de rensemble  90 

dans l 'ensemble ~ ( E )  des parties de E poss6dant les propri6t6s suivantes: 

C1. Pour tout age ~ appartenant  h 90, la restriction de R ~ f(zd) est d'fige ~ .  

C2. Pour tout age ~t appartenant ~ 90 et tout gtge ~ '  appartenant ~ 90, l'fige 

est inclus dans ~ '  si et seulement si f ( ~ )  est inclus dans [(~t ' )  (c'est-h-dire 

que f est un isomorphisme d 'ordre de 90 dans ~ ( E ) ,  ces deux ensembles dtant 

ordonn6s par l'inclusion). Lorsqu'en outre E est ddnombrable la concrdtisation 

est dite d~nombrable. 

Disons qu'un ensemble 90 est concr~tisable lorsqu'il existe une concr6tisation 

de 90. 
/ 

VI-2.2. PROPOSmOr~. ~Jn ensemble 90 d 'ages est concrdtisable si et seulement 

si tout sous-ensemble fini 90' de 90 est concr~tisable. 

(Utiliser la m6thode du diagramme de Robinson). 

VI-2.3. THEOR~ME. Tout ensemble 90 d'dtges M, qui est totalement ordonn~ 

pour l'inclusion admet  un concr~tisation d~nombrable. 

PREUVE. Du thdor~me d'extension cit6 en VI-I .1.  rdsulte que tout ensemble 

fini 90' contenu dans 90 est concrdtisable. Avec VI-2.2. il en rdsulte que 90 est 

concrdtisable. Pour  voir que 9 0 admet une concr6tisation d6nombrable remar- 

quer qu'il existe un ensemble d6nombrable 90' inclus dans 90 tel que tout 

~l~ment ~ de 90 soit la rdunion des 61dments M' de 90' qui sont inclus dans M. A 

un tel ensemble 90' associer une concrdtisation d6nombrable donc une relation R 

de base ddnombrable E et une application f '  de 90' dans ~ ( E )  v6rifiant C1 et C2; 

ddfinir efifin l'application f de 5e dans ~ ( E )  en posant f ( A  ) = U { f ' (s I ' ) /M'  ~ 90' 

et M'_C M}, et constater que R et [ v6rifient C1 et C2. 

VI-2.4. Un ensemble fini d'figes n'est pas forc6ment concrdtisable. Par 

exemple soit R la relation binaire de base N ddfinie par R ( 0 , 0 ) =  R(1, 1)= 

R ( 2 , 2 ) =  + ;  R ( n , n ) = -  pour tout n=>3; R(O, 1 ) = R ( 1 , O ) = R ( 0 , 2 ) =  + et 
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R (n, m)  = - pour tout autre couple (n, m). Alors l 'ensemble form6 des ~ges de 

R,R!N-Io~, R ! N -~  et R I~_~2~ n'est pas concr6tisable. M6me r6sultat en 

consid6rant les ~ges des restrictions de R aux parties de {0, 1, 2}. 

VI-3. Probldmes 

Soit ~r un hge pour lequel il n'existe pas de suite strictement d6croissante 

(pour l 'abritement) de relations d6nombrables d'~ge sO. Nous ignorons si tout 

sous-~ge ~r poss6de la m6me propri6t6. (II peut exister des suites strictement 

d6croissantes de sous-~ges de ~r Par contre m6me s'il n'existe pas de suite 

strictement d6croissante de sous-figes de ~ il peut exister des suites strictement 

d6croissantes de relations toutes d'~ge sg. (Ce fait qui r6pond ~ une question de 

R. Frai'ss6 [5], est obtenu en [12]). N6ammoins nous ignorons s'il existe ou non 

des suites strictement d6croissantes d'arbres ordonn6s d6nombrables. 

VII. G6n~ralisations ~ventuelles 

VII-1. Examinons la possibilit6 d '6tendre les r6sultats pr6c6dents (essentiel- 

lement le th6or~me V-4) /a des classes de structures plus g6n6rales que les 

relations. Pour cela plaqons nous dans le cadre de la th6orie des modules et 

consid6rons les structures 2/associ6es  ~t un langage ~ comportant  des pr6dicats 

et 6ventuellement des fonctions. Etant donn6e une structure 2/, ce qui corres- 

pond ie plus naturellement /~ I'glge d 'une muitirelation est l 'ensemble F des 

6nonc6s existentiels 4~ vrais dans 2/, que nous appelons toutefois le type 

existentiel de 2 / (a f in  d'6viter la confusion avec le terme d'~ge). Ainsi lorsque 

ne comporte  qu'un nombre fini de pr6dicats c'est-~-dire lorsque les 2/ sont des 

multirelations, il revient au m~me de dire que l' dge de 2/ '  est inclus dans l' ftge de 

2 / o u  que le type existentiel de 2/ '  est inclus dans le type existentiel de 2/. Et, fait 

analogue ~ la caract6risation des figes en termes d'abritement,  un ensemble F 

d'dnoncds existentiels est le type existentiel d '  une structure 2 / s i  et seulement si F 

est un ]iltre premier non trivial du treiltis des dnoncds existentiels de &e, c'est-~-dire 

que 1) si 4~ E F et 4 ~  ~0 alors ~0 E F; 2) si ~b,~O ~ F alors ~b ^ ~0 E F; 3) si 

~b v ~O E F alors soit ~b E F soit qJ E F; 4) 0 ~ F.' (On obtient le m6me 6nonc6 en 

consid6rant ies 6nonc6s universels au lieu des 6nonc6s existensiels, donc en 

d6finissant le type universel de 2 / c o m m e  l 'ensemble des 6nonc6s universels vrais 

dans 2/) .  par cons6quent se pose la question: 

* En route rigueur F est rimage r6ciproque du treillis obtenu en faisant le quotient de l'ensemble 
de tousles 6nonc6s existentiels par 1'6quivalence 616mentaire. Mais il n'y a pas d'inconv6nient ici ~t 
identifier un 6nonc6 avec l'ensemble de ceux qui lui sont 616mentairement 6quivalents. 
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Est-il vrai que: si l' ensemble des types existentiels inclus dans un type existentiel 

est au plus d~nombrable alors on ne peut en extraire une suite strictement 

d~croissante (pour l' inclusion )? 

VII-2. Bien que la notion de type existentiel intervienne de plus en plus 

fr6quemment en th6orie des modules (notamment dans l '6tude des divers forcing 

de A. Robinson) formulons cette question en des termes plus classiques. Pour 

cela, rappelons que, suivant A. Robinson (voir par exemple [29, une th6orie 

universelle T (th6orie engendr6e par des 6nonc6s universels) est dite irr~ductible 

lorsque T n'est pas 6gale h l ' intersection de deux th6ories universelles distinctes 

de T. I1 revient au m6me de dire qu 'une th6orie universelle est irr6ductible, que 

l 'ensemble des 6nonc6s existentiels consistants avec T est un type existentiel ou 

que la classe des modules de T poss~de la propri~td d'extension commune (Joint 

Embedding Property) c'est-~-dire que deux modules de T s ' immergent dans au 

moins un module de T). donc la question pr6c6dente se ram~ne h celle-ci: est-il 

vrai que si les theories universelles irr~ductibles contenant une thdorie universelle 

irrdductible T sont en nombre ddnombrable alors on ne peut en extraire une suite 

strictement croissante ? 

VII-3. D6s que le langage comporte  des symboles de fonction la r6ponse est 

en g6n6ral n6gative. Voici deux exemples: 

le t  Exemple. Soit ~ le langage comportant  un symbole de fonction s (de 

poids 1) et une infinit6 de pr6dicats unaires Uo, u l . . . u , . . .  Soit T la th6orie 

universelle de la structure M = (S, ( U , ) ~ N )  ayant pour base l 'ensemble N des 

entiers, la fonction S 6tant la fonction successeur (d6finie par S ( x )  = x + 1) et U, 

la relation unaire ne prenant la valeur + que pour les x infe'rieurs ou e'gaux a" n. 

En caract6risant les modules de T, on voit facilement que les th6ories universel- 

les irr6ductibles contenant T forment la chafne 

T =  ToCT~. . .CTn. . .CT.  

dans laquelle Tn est la th6orie universelle de la restriction d~. e d,t ~ l 'ensemble 

des entiers sup6rieurs ou 6gaux h n, et T,o (qui est aussi l ' intersection des T~) est 

la th6orie de la structure M~ = (S, U'~) sur l 'ensemble des entiers dans laquelle S 

est la fonction successeur et les U" sont les relations unaires prenant partout la 

valeur - .  

2~me Exemple. Soit ~ le langage comportant  un symbole de fonction s (de 

poids 1) et un seul pr6dicat unaire u. Soit T la th6orie universelle de la structure 

(S, U) ayant pour base l 'ensemble N des entiers, la fonction S 6tant la fonction 
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successeur ,  et U la re la t ion  una i re  qui  p r e n d  la va leur  + en 0, la va l eu r  - en 1, 

la va l eu r  + sur tout  en t i e r  n = q ( q +  1 ) +  r tel  que  1 =< q et 0 -  r < q, enfin la 

va l eu r  - sur  tout  au t re  en t i e r  ( fo rc6ment  de  la f o r m e  (q + 1) 2 + r avec 0 =< r < q).  

En d ' a u t r e s  t e rmes  si U p r e n d  la va leur  + sur  q ent ie rs  cons6cut i fs  puis  la 

va l eu r  - sur  les q ent ie rs  cons6cut ifs  qui  suivent  a lors  sur  les su ivants  el le p r e n d  

d ' a b o r d  q + 1 fois la va leur  + puis  q + 1 fois la va l eu r  - ; ainsi on a l ' a l t e rnance :  

+ - + + - - + + + - - - e t c . . -  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1  

C o m m e  p r 6 c 6 d e m m e n t  soit  7", la th6or ie  un iverse l le  de  la res t r ic t ion  ~ ,  de  ~t  

l ' e n s e m b l e  des  en t ie rs  au moins  6gaux h n et soit  T,~ l ' i n t e r sec t ion  des  T,. O n  

voit  f ac i l emen t  que  T,o est la th6or ie  o b t e n u e  en a j o u t a n t  h T les ax iomes  (en 

h o m b r e  infini) e x p r i m a n t  que  si S ( x ) =  y e t  U ( x ) ~  U(y)  alors  p o u r  tout  n e t  

tout  z ;  1) si S " ( z ) =  x alors  U ( z ) =  U(x)  et 2) si S" (y )  = z alors  U ( z )  = U ( y ) .  

Il en r6sul te  en p r e m i e r  l ieu q u ' u n e  th6or ie  universe l le  i r r6duc t ib le  c o n t e n a n t  T 

est soit  une  T, soit  con t i en t  T~; en s econd  lieu que  si el le con t i en t  T~ a lors  el le  

est f in iment  ax ioma t i s ab l e  m o d u l o  T. Par  sui te  les theor ie s  un iverse l les  c on t e n -  

an t  T sont  en h o m b r e  d 6 n o m b r a b l e .  

V I I - 4 .  La rdponse est positive lorsque le langage ne comporte que des pr~dicats 

et des constantes (en n o m b r e  que lconque) :  Ce  r6sul tat  don t  nous  c on j e c tu r i ons  

la poss ib i l i t6  a 6t6 o b t e n u  pa r  le r e fe ree  ( janvie r  77). La  p r euve  cons is te  

6 t endre  le l e m m e  essent ie l  V-1 .  Voici  c o m m e n t :  & a n t  donn6e  une  s t ruc ture  

r e l a t ionne l l e  M = (R~),et de  base  E appe ions  sous-structure finie de M tou te  

mul t i r e l a t ion  (R,) ,~r ;F  o b t e n u e  en res t re ignan t  ~ une  pa t t i e  finie F de  E un 

e n s e m b l e  fini I' de re la t ion  R~ f igurant  dans  M. A p p e l o n s  i s o m o r p h i s m e  local  de  

M dans  M '  tout  i s o m o r p h i s m e  d ' u n e  sous -s t ruc tu re  finie de  M dans  une  

sous -s t ruc tu re  M ' .  Le  l e m m e  dev ien t  ceci:  

LEMME.* Soit M une structure relationnelle de base E et S le type d'isomorphie 

d 'une sous-structure finie de M. Si l'intersection A des bases des sous-structures 

finies de M dont le type est S est non vide alors il existe une pattie finie H de E 

contenant A et une sous-structure T de base H telles que pour tout isomorphisme 

* Nous avons obtenu un r6sultat un peu plus g6n6ral, conduisant h une extension du th6or6me cit6, 
dans Chafne de thgorie universelle, ~t paraftre ~i Fundamenta Mathematicae (soumis en Juillet 1976). 
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local f (ddfini sur A ) de Mvers  une structure M'  ayant m~me type existentiel, si f 

s ' dtend d T alors : 

1. l ' image f ( A  ) de A est l'intersection des bases des sous-structures finies de 

M'  dont le type est S. 

2. f et f ~ s" ~tendent respectivement gt toute sous- structure finie de M, et de M' .  

I1 admet comme corollaire l 'analogue de la proposition V-2.1.: 

Un type existentiel F contenant le type F' et l '6nonc6 4, est dit engendr~ par F' 

et 4, lorsque F est minimal parmi les types contenant F' et 4,. Si le langage ne 

comporte pas de pr~dicats et des constantes alors pour tout type existentiel F et tout 

dnonc~ 4' de F l'ensemble des F' qui avec 49 engendrent F est fini, (ceci est faux 

lorsque le langage comporte des fonctions, un dnoncd pouvant f lui seul 

engendrer F). 

Le rdsultat annonc6 s'ensuit directement. 

VII-5. Signalons enfin deux probl~mes suivants: 

VII-5.1. Etant donn6e une th6orie universelle irr6ductible T, est-ce que si 

les chafnes (pour l'inclusion) de th6ories universelles irrdductibles contenant  T 

sont au plus d6nombrables alors l 'ensemble de ces th6ories est au plus 

d6nombrables. 

VII-5.2. Etant donn6e une th6orie universelle T, soit U ( T )  l 'ensemble des 

6nonc6s universels 4, consistant avec T, pr6ordonnd par la d6duction modulo T 

(c'est-h-dire que 4, =< th lorsque 4, --~ 4J E T). II revient 6videmment au m~me de 

dire qu'il n'existe pas de suite strictement ddcroissante d'dldments de U(T) ,  que 

toute thdorie universelle contenant T est liniment axiomatisable modulo T, ou qu 'il 

n'existe pas de suite strictement croissante de thdories universelles contenant T. 

Grfice gtla compacit6 ceci revient encore gt dire que toute thdorie universelle 

irrdductible contenant T est liniment axiomatisable modulo T (en ettet s'il existe 

des th6ories universelles T' contenant T et non finiment axiomatisable modulo 

T alors leur ensemble poss~de un dldment maximal pour l'inclusion, 616ment qui 

est trivialemenl irr6ductible). Nous ignorons st lorsque T e s t  irr~ductible cela 

revient ?t dire qu 'il n 'existe pas de suite strictement croissante (pour l'inclusion ) de 

thdories universelles contenant T (c'est [aux lorsque T n'est pas irrdductible ). 
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